SGM5 — Méthode des éléments finis Corrigé 2 - 2023

Exercice 1

La forme faible approchée s’écrit
‘ o2
The NV jo x(dT Mdx)(dsT Mdx)dx = jo qoTMdx  veTh e W@/

ol T" et 6T" sont les températures approchées réelle et virtuelle et ou UM et 9" sont les sous-
espaces respectifs de Uet V.

Dans la méthode de Galerkin, les approximations T" et ST" sont choisies sous les formes d’or-
dre n suivantes

TN(x) = iai hi(x)

i=1
oT(x) = iaaihi(x)
i=1

dans lesquelles les grandeurs hi(x) sont les fonctions de forme et les variables ¢ et dai sont les
inconnues discretes réelles et virtuelles. En portant ces approximations dans la forme faible
approchée, on obtient le systeme ci-apres de n équations a n inconnues

n
dkjaj=r  (i=12..,n)
j=1

ou les composantes kij de la matrice de conductibilité thermique et les éléments r; du vecteur
des sources d’énergie-chaleur s’écrivent

/
kij = [ , (dnifdx)(dh; /ch) dx

a2
I‘i = J.o hiqu
En choisissant une approximation polynomiale a un parametre

™) = a0 W) = %(1—%]

la matrice de conductibilité thermique et le vecteur des sources se ramenent a des scalaires

/
Ky, = j . (dhy/dx)?dx = &1(3¢)

a2
r = jo hgdx = q¢/12

Le coefficient o et la température approchée valent alors

hexy = 9X(1_X
T(x)_4K(l Kj

Avec une approximation polynomiale & deux parameétres

2
TN = () +ah, () h(x) = %[1—%] hy(X) = ;—2[1—3
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on trouve de maniére analogue

k21

42
n = J.o h,qdx

l
| . i (dhy/dx)? dx

x(30)

| (f x(dhyldx)2dx = 2:d(L50)

= qU/12

42
r, = jo h,qdx = 5q¢/192

Le systeme d’équations a alors pour expression

.
30¢

10 5||
5 4||ea,

}_

a9
192

H

dont les solutions valent

o, = 13q/%/(32x)

et la température approchée s’écrit

qex

Thx) =
o 32K

oest

[ (f x(dh,/dx)(dh,/dx) dx = #1(6)

a, = —5q0%/(16x)

Les graphes de la solution exacte (non calculée ici) et des deux approximations sont donnés a

la figure ci-dessous.
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Exercice 2

La forme intégrale du probléeme a pour expression
‘
jo [El(d*u/dx*) + N(d?u/dx?)]dudx = 0  Véu

dans lagquelle du dénote le déplacement transversal virtuel.
Une premiére intégration par parties donne

[ (f {TEI(d3u/dx®) + N (du/dx)T}(ddu/dx) dx +{[El (d*u/dx®) + N(du/dx)]é‘u}|é -0 Vv

Compte tenu des deux conditions de bord essentielles dont les contreparties virtuelles sont
cinématiquement admissibles

) =) =0
la forme intégrale devient

j s [El(d3u/dx®) + N (du/dx)](ddu/dx)dx = 0 Véu
Par une seconde intégration par parties appliquée uniquement au terme en dérivée tierce, on a
‘ ,
jo [—EI (d?u/dx?)(d?su/dx?®) + N (du/dx)(ddu/dx)]dx + [EI (d>u/dx? ) (dSu/dx)] |Z =0

Vo
En vertu des deux conditions aux limites naturelles, cette expression se simplifie en

‘
jo [El(d?u/dx?)(d?du/dx?) — N (du/dx)(ddu/dx)]dx = O vV ou
La formulation faible du probléme revient ainsi a rechercher
‘
ue U : jo [El(d?u/dx?)(d?su/dx?) — N (du/dx)(ddu/dx)]dx = 0 Véu e ¥

ou les classes de fonctions U et 1/s’écrivent
U = {u(¥) [u(x) e H(10, /D); u(0) = u(¢) = 0}
V= {u(x) | du(x) e H*(]0, /[); &u(0) = &u(¢) = O}

Pour la méthode de Galerkin, I’approximation polynomiale de plus faible degré est de type
u(x) ~ uM(x) = a+ px+x®

ol o, Bet ysont des coefficients. Comme, conformément a la classe de fonctions U, le dépla-

cement approché u" doit satisfaire les conditions aux limites essentielles, I’approximation
prend I’allure suivante

u" = x(x—10) = ahy

dans laquelle hy = x(x — /) est la fonction de forme et a1 le coefficient associé. Les dérivées de
I’unique fonction de forme valent

dh/dx = 2x—/ d’h/dx? = 2
En portant ces égalités dans la forme faible approchée



SGM5 — Méthode des éléments finis Corrigé 2 - 2021

We MU j(f [EI(d?u"/dx?)(d?su"/dx?) — N (du"/dx)(dsuM/dx)]dx = 0
vau' e e
ol &M = Sen hy est le déplacement transversal virtuel approché, on obtient
js [E1(d?h,/dx?)? — N(dh,/dx)?]dx = j(f [EI(2)2 - N(2x—-0)?]dx = 0
La résolution de I’intégrale conduit a la charge critique suivante

N = 12E1/¢? = 7%El/(0,907¢)?
soit une erreur de —9,3% sur la demi-longueur d’onde.



